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1 Einleitung

Durch die zunehmende Nutzung des Internets besteht ein Interesse daran, Daten sicher
zu iibertragen. Die Kryptografie stellt die dafiir notwendigen Verfahren zur Verfiigung.
Unter diesen ist das, nach seinen Erfindern Rivest, Shamir und Adleman benannte,
RSA-Verfahren besonders wichtig. Um Nachrichten zu verschliisseln, verwendet man
einen oOffentlich zugénglichen Schliissel, der aus zwei Zahlen besteht: einem Verschliisse-
lungsexponenten und einem RSA-Modul, der das Produkt zweier Primzahlen ist. Der
Empfanger kennt einen dazu passenden geheimen Entschliisselungsexponenten, mit dem
er aus dem Geheimtext wieder die Originalnachricht berechnen kann.

Seit der Verdffentlichung des RSA-Verfahrens versuchen Kryptologen herauszufinden,
ob es auch ohne Kenntnis des Entschliisselungsexponenten méglich ist, Geheimtexte zu
entschliisseln. Dies gelingt mittlerweile bei sogenannten Gitterangriffen, wenn ein Teil des
Entschliisselungsexponenten oder eines der beiden Faktoren des RSA-Moduls bekannt
ist. Dazu konstruiert man aus den bekannten Informationen spezielle Polynome und
berechnet deren ganzzahlige Nullstellen. Mit den Nullstellen ist es letztendlich moglich
die Geheimtexte zu entschliisseln.

Zur Berechnung der Nullstellen wird ein Verfahren verwendet, das Don Coppersmith
Mitte der neunziger Jahre veroffentlichte. Damit die Gitterangriffe erfolgreich sind, muss
ein ebenfalls von ihm stammendes Korollar gelten, fiir dessen Beweis er das Verfahren
geringfiigig modifizierte. Da diese Modifikation nur in zwei Sétzen beschrieben wurde,
besteht Unklarheit iiber deren Beschaffenheit und die Giiltigkeit des Korollars.

Die Aufgabenstellung dieser Abschlussarbeit besteht darin, das Korollar zu beweisen
indem aus der Idee des modifizierten Verfahrens ein konkretes Verfahren entwickelt wird.
Wir beschreiben dazu zuerst welche Nullstellen das Basisverfahren berechnet und stellen
das Korollar vor. Anschlieend zeigen wir, dass dieses durch eine naheliegende Modifika-
tion des Basisverfahrens nicht bewiesen werden kann. Der Beweis scheitert daran, dass
eine bestimmte Schranke zu eng gefasst ist. Indem wir das Verhalten der Schranke analy-
sieren, erhalten wir ein modifiziertes Verfahren, mit dem wir die Giiltigkeit des Korollars
beweisen.

2 Verwendete Begriffe und Symbole

In dieser Arbeit verwenden wir einige spezielle Begriffe und Symbole. Das Ziel ist stets
ganzzahlige Nullstellen (xg, o) eines bivariaten Polynoms p(x,y) zu berechnen. Dieses
hat in beiden Variablen jeweils hochstens den Grad 0. Seine Koeffizienten werden mit
pi; bezeichnet.

Es werden nur Nullstellen berechnet, die innerhalb eines rechteckigen Bereichs Dx y
liegen, dessen Grenzen durch X und Y festgelegt sind.

Dxy ={(z,y)[lz] < X, |y <YV}



In Abhéngigkeit von den Schranken X und Y ldsst sich die fiir das Verfahren wichtige
Groe W(X,Y') berechnen.

W(X,Y) =max{|p;| XV |0<i<4§0<j<d}

Sie entspricht dem betragsméfig grofiten Koeffizienten des Polynoms p(z, y) = p(x X, yY').
Gehen die Schranken X und Y eindeutig aus dem Zusammenhang hervor, so schreiben
wir anstatt W(X,Y) auch W.

Das Polynom p(x, y) wird innerhalb dieser Arbeit mehrfach in der z-Richtung um einen
Verschiebungsvektor a € [—X; X| verschoben. Das verschobene Polynom bezeichnen wir
mit p,(z,y) und seine Koeffizienten mit p;;,.

6 6
pa(t,y) = plz +a,y) = Y > pyar'y’
=0 j=0

Fiir dieses Polynom ldsst sich wieder die Grofle W (X,Y') berechnen. Zur besseren Un-
terscheidung bezeichnen wir sie mit W,(X,Y") oder W,, wenn die Schranken X und Y
aus dem Zusammenhang ersichtlich sind.

Wo(X,Y) = max { |pi| XY | 0<i<6,0<5<6}

3 Das Basisverfahren

Ausgangspunkt unserer Uberlegung ist das unmodifizierte Verfahren von Coppersmith,
das wir im Weiteren Basisverfahren nennen. Es wird in [1] beschrieben, dort findet sich
auch ein Beweis fiir seine Korrektheit.

Das Basisverfahren berechnet alle ganzzahligen Nullstellen (xg, y) eines irreduziblen,
bivariaten Polynoms p(x,y), die innerhalb des durch X und Y festgelegten Bereichs
Dx y liegen. Das folgende Bild zeigt ein Beispiel, bei dem sich innerhalb von Dy y drei
ganzzahlige Nullstellen befinden.

[ pixy)
L Dy
3 — plxy)=0
4 o ganzz. Nullstellen




Die Schranken X und Y konnen frei gewéhlt werden, solange ihr Produkt der Bedin-

gung

XY < W(X,Y)5°.2739 (1)
geniigt. Der Parameter ¢ kann ebenfalls frei gewahlt werden und beeinflusst die Laufzeit
des Verfahrens. Mit seiner Hilfe kann man den Bereich Dx y vergréfiern, wenn man dafiir
eine ldngere Laufzeit in Kauf nimmt.

Die Laufzeit des Verfahrens ist polynomiell in (log W, §, 1/¢), wie ebenfalls in [1] gezeigt
wird. Es gibt demnach nichtnegative ganze Zahlen ey, es und e3, sodass das Verfahren
in Zeit

O((log W)™ - 6% - (1/£)%) (2)
Nullstellen berechnet.

4 Das Korollar von Coppersmith

Das Korollar, das wir in dieser Arbeit beweisen, erscheint in [1, S. 251] als Korollar 2
direkt im Anschluss an das Basisverfahren. Es lautet

Korollar 1 (Coppersmith). Sei p(z,y) ein irreduzibles Polynom in zwei Variablen iber
Z vom Héchstgrad 6 in jeder einzelnen Variable. Seien X, Y Schranken fiir die erwiinsch-
ten Nullstellen xqo, yo. Definiere p(x,y) = p(xX,yY) und sei W der Betrag des grifsten
Koeffizienten von p. Wenn ,

XY < W3
gilt, dann kénnen wir in Zeit polynomiell in (log W, 2°%) alle ganzzahligen Paare (xq, o)
mit p(xo,yo) = 0, |zo| < X und |yo| <Y finden.

Um dieses Korollar zu beweisen, schlagt Coppersmith vor den Parameter ¢ = 1/log W
zu wihlen und ,eine vollstiandige Suche auf den obersten O(d) unbekannten Bits von
x* [1] durchzufiihren.

Es erscheint naheliegend, dazu den Bereich Dx y in mehrere kleinere Bereiche D(a,)y
mit

X' =|[2750X]

zu unterteilen und dort jeweils ganzzahlige Nullstellen zu suchen. Ist a der Mittelpunkt
eines solchen Bereichs

D¢y = {(z,y) ||z —a| < X', ]y <Y}

dann verschiebt man das Polynom p(z,y) in z-Richtung jeweils um —a auf das Polynom
P—a(z,y). Auf dieses Polynom wendet man das Basisverfahren mit dem angegebenen
Parameter € an, um die ganzzahligen Nullstellen innerhalb des Bereichs Dx y zu finden.
Ist (x(()a),yo) eine so gefunden Nullstelle, so ist (xgl) + a, o) eine ganzzahlige Nullstelle
des Polynoms p(z,y).



Damit das Basisverfahren fiir die Polynome p,(x,y) alle Nullstellen berechnet, muss
geméf (1)
X/Y < Wa(X,’ Y)%—(l/logW) . 2_%6

gelten. Solange W, (X,Y') gro8 genug ist, trifft dies auch zu. Es gibt jedoch Polynome
und Schranken X und Y bei denen W,(X,Y") so klein wird, dass die Ungleichung nicht
mehr erfiillt ist.

Wir betrachten im Folgenden W,(X,Y') genauer und werden feststellen, dass es im Be-
zug auf W(X,Y') nicht beliebig klein wird. Darauf aufbauend wéhlen wir ein gegeniiber
X' Kleineres X und setzen jeweils € = 1/log W,. Fiihrt man jetzt die beschriebene Un-
terteilung des Bereichs Dy y durch, treten keine Probleme auf. Nun ist das W,(X,Y)
der verschobenen Polynome grofi genug, um die Ungleichung zu erfiillen, sodass das
Basisverfahren durchgefiihrt werden kann.

5 Absch atzungen fir W,

Da W,(X,Y) neben a auch von X und Y abhingt und X und Y beliebig klein sein
konnen, kann W, (X,Y") nicht absolut abgeschétzt werden. Stattdessen werden wir fiir
beliebige X und Y zeigen, um welchen Faktor W,(X,Y) gegeniiber W (X,Y") abfallen
kann. Dabei beschrianken wir a auf das Intervall [—X; X]|, da nur diese Werte fiir das
modifizierte Verfahren von Interesse sind.

Wir werden zuerst den Fall § = 1 ausfiihrlich betrachten, da er einerseits anschaulich
zeigt, wie sich W,(X,Y) bei unterschiedlichen a verdndert und andererseits den in der
Praxis bei Gitterangriffen am haufigsten auftretenden Fall darstellt. Der Fall 6 = 2 fiihrt
zu einer Abschétzung, der man schon ansieht wie sie sich auf beliebige ¢ verallgemeinern
lasst. Diese Verallgemeinerung fithren wir abschlieBend durch und erhalten einen Satz
mit einer entsprechenden Abschéitzung.

5.1 W, bei Polynomen vom Grad 1

In diesem Abschnitt betrachten wir bivariate Polynome vom Grad 1 in beiden Variablen.
Die Polynome p(z,y) und die zugehorigen verschobenen Polynome p,(z,y) sind durch

p(x,y) = pnuzy + pro® + pny + Poo
Pa(,y) = pr1izy + pror + (apin + po1)y + (apio + poo)

gegeben. Wir zeigen, dass sich W, (X,Y) innerhalb des interessanten Bereichs gegeniiber
W(X,Y) hochstens halbiert:

Wo(X,Y) >

> %W(X, Y)  firae [-X; X]

Im Speziellen zeigen wir, dass immer mindestens eines der Monome py1xy, piox, (apin +
po1)y und (apio + poo) mindestens halb so groff wie W (X,Y) ist.



Dazu fiithren wir eine Fallunterscheidung an Hand der fiir W (X, Y") ausschlaggebenden
Monome durch. Die folgenden drei Félle treten auf:

o W(X,Y)=|pnuXY|oder W(X,Y) = |p1oX|
[} W(X, Y) = |p01Y|
[ ] W(X, Y) = |p00\

51.1 Fall 1: W(X,Y) = |pnXY|oder W(X,Y) = |p1oX]|
Da die Monome pq;xy und pigz in beiden Polynomen gleich sind, gilt ohne Einschrankung
die Ungleichung

WL (X,Y)>W(X,Y) > =W(X,Y)

N~

5.1.2 Fall 2: W(X,Y) = |poY]|

Hier zeigen wir, dass mindestens eines der beiden Monome pyyzy und (api; + po1)y die
Bedingung erfiillt. Es muss also fiir a € [—X; X] mindestens eine der beiden folgenden
Ungleichungen gelten:

1
lpnXY| > §|p01Y|
1
|(ap11 + po1)Y| > §\p01Y|
Da sich der Wert von W aus dem Monom pyy berechnet, muss |[p;1 XY| < |poY|

bzw. |p11X| < |po1| gelten. Wir unterscheiden hier noch einmal zwei Félle. Im ersten
Fall besitzen die Koeffizienten p;; und pg; verschiedene Vorzeichen. Fiir negative a ist

|(ap11 + pn)Y | = |apn1Y| + [porY] > [po Y| = W(X,Y)

Fiir alle a € [0; X] verhalt sich |(api1 + po1)Y| wie im folgenden Bild gezeigt. Der Graph
von |(ap11 + po1)Y| kann an Hand der Werte fiir a = 0 und a = X gezeichnet werden.

N :
==z z W= oY
[Rppa——— __h‘: ------------ E ----------- |p11XY|
\\\\\
DRTORE: P |(ap11 + po1)Y|
~ 0 -
oY | = [pu XY S~ .27
):( a



Es gilt also fiir alle a € [0; X]
|(ap11 + po1)Y| = [por1Y| — |api1 Y|
|(ap11 +po1)Y| > [por Y| — |pnn XY
|(ap11 + po)Y | + [puu XY | > [por Y|

1 1
|(ap11 +po1)Y| > §|P01Y\ Vv lpnXY| > 5\]9013/\

Es bleibt der Fall, dass die Koeffizienten p;; und pg; gleiche Vorzeichen haben. Die
Argumentation ist die Gleiche, aufler dass der interessante Bereich das Intervall [—X; 0]
ist.

5.1.3 Fall 3: W(X,Y) = |poo|

Hier zeigen wir, dass mindestens eines der beiden Monome pigz und apig + poo die
Bedingung erfiillt. Es muss also fiir @ € [—X; X] mindestens eine der beiden folgenden
Ungleichungen gelten:

1
Ip1oX| > 3 |Dool

1
lap1o + poo| > §|p00|

Die Argumentation unterscheidet sich kaum vom Fall 2.

Da sich der Wert von W aus dem Monom pyy berechnet, muss |p1oX| < |poo| gelten.
Wir unterscheiden wieder zwei Félle. Im ersten Fall besitzen die Koeffizienten p;g und
Poo verschiedene Vorzeichen. Fiir negative a ist

lap1o + Pool = |ap1o] + [Poo| > |[poo] = W(X,Y)

Fiir alle a € [0; X verhélt sich |apio + poo| wie im folgenden Bild gezeigt. Der Graph von
lap1o + poo| kann an Hand der Werte fiir a = 0 und a = X gezeichnet werden.

~C .
o :
~ Y E W - ‘pOO‘
R —— ——hlg: ------------ s ----------- ‘pIOX‘
\\ .
\\
~
\\\\\ :
\\\3 e lapio + pool
- -
|P00| — |p10X|{:\‘~,/’
. a
X

Es gilt also fiir alle a € [0; X]

lapio + Pool = [Pool — |apol
lapio + Pool > [Poo| — [p10X]|
lapio + Poo| + [P10X| > [pool



1 1
lap1o + poo| > §|P00| \ Ip1oX| > §|p00|

Es bleibt noch der Fall, dass die Koeffizienten p;y und pgg gleiche Vorzeichen haben.
Die Argumentation ist die Gleiche, aufler dass der interessante Bereich das Intervall
[—X; 0] ist.

5.2 W, bei Polynomen vom Grad 2

Wir betrachten nun bivariate Polynome vom Grad 2 in beiden Variablen. Die Polynome
p(z,y) und die zugehorigen verschobenen Polynome p,(x,y) sind durch

p(x,y) = por®y”® + pua®y + paa® + pr2zy’ + puzy + pox + pey’ + pay + po
Pa(®,y) = poax®y® + pora®y + paoa’
+ (2apas + p12)zy”

+ (2apa1 + pu1)vy

+ (2ap2o + p1o)x
+ (a®p22 + ap12 + po2)y”
+ (
+(

a’par + apyy + Po1)Y

a’pao + apio + Poo)

gegeben. Wir zeigen, dass W, (X,Y
ein Drittel sinkt:

~—

fiir a € [—X; X| gegeniiber W (X,Y') hochstens auf

Wo(X,Y)>-W(X,Y) fira€[-X;X]

Wl

Da sich das verschobene Polynom in der Form

,’:‘>

palz,y) = Zp2j$2yj + (2apa; + prj)xy’ + (a®pay + apij + poj)y’
=0

darstellen ldsst, geniigt es die drei Fille W(X,Y) = [pg;| X?Y7, W(X,Y) = |py;| XY

und W (X,Y) = |po;|Y? zu betrachten.
Gilt W(X,Y) = |po;| X?Y7, dann ist

Wao(X,Y) > [pg| XY
= W(X,Y)

1
> §W(X, Y)

da das W(X,Y) bestimmende Monom p;z?y’ auch im Polynom p,(z,y) auftritt.

Sei nun W(X,Y) = |py;|XY7. Zusitzlich gelte |py;qo|X?Y7 < 3W(X,Y), denn sonst
ist die zu beweisende Ungleichung schon erfiillt. Auf Grund von |py; .| X?Y7 = |pq;| X2V
ist auch

o
oy | X2Y7 < gW(X, Y)



Da |a| < X konnen wir die Ungleichung
. 9
|2apg; | XY7 < 2|pg; | X?Y7 < gW(X, Y)

verwenden, um W, (X,Y’) abzuschétzen.

Wa(X> Y) 2 |p1j7a|XYj
= |2apy; —l—p1j|XYj
> | |py; | XY7 — [2apy;| XY |
2

_ %W(X, Y)

Sei nun W(X,Y) = |po;|Y7. Zusitzlich gelte [pa; | X?Y7 < W (X,Y) oder
1.l XY7 < 2W(X,Y), denn sonst ist die zu beweisende Ungleichung schon erfiillt.
Daraus folgt

. ) 1
P2 X2Y7 = || XYY < WX Y)
. . 1
[P1jal XY = 2aps; + pyy | XY7 < 2W(X,Y)

Damit zeigen wir eine Abschitzung fiir den Term (a®p; + ap1;)Y?

|a®pa; + apy;|Y7 = |2a°pa; — a’pa; + apy;|Y?
< |a*py;|Y? + [2a*py; + apy;|Y?
< |poy| XPY7 + |2apa; + prj| XY

1
< FWLY) + g W(XY)

2 (x,v)

w

Mit dieser Abschatzung folgt fir W,(X,Y")

Wa(X> Y) 2 |p0j,a|Yj
= |a®py; + apyj + po;|Y’
> | |poj|Y7 = |a®paj + api;|Y7 |
2

_ %W(X, Y)



5.3 W, bei Polynomen beliebigen Grads

Um fiir ein Polynom beliebigen Grades eine untere Grenze fiir W, (X,Y") in Abhéngigkeit
von W(X,Y) angeben zu konnen, betrachten wir, wie sich die einzelnen Monome des
verschobenen Polynoms gegenseitig beeinflussen. Als Hilfsmittel verwenden wir dazu
eine Darstellung der Koeffizienten des verschobenen Polynoms als Linearkombination
der ,,groBleren Koeffizienten. Diese werden wir zunéchst entwickeln und anschlieffend
eine untere Schranke fiir W, (X,Y") bestimmen.

5.3.1 Die Koeffizienten des verschobenen Polynoms

Die Koeffizienten des verschobenen Polynoms lassen sich als Linearkombination der Ko-
effizienten des urspriinglichen Polynoms darstellen.

Lemma 1. Es sei p(z,y) ein bivariates Polynom tber den ganzen Zahlen vom Hdchst-
grad 6 in beiden Variablen und a eine ganze Zahl. Dann gilt fir die Koeffizienten p;;q
des verschobenen Polynoms pa(x,y)

g

k—i

Dija = Z (Z,)a Dkj
k=i

Beweis. Wir setzen = + a in das urspriingliche Polynom ein.

pa(7,y) = p(z + a,y)

56
= Z Zp,-j(:)s +a)'y’

i=0 j=0
6 é i .
=D ri (Z (Z) ai_k$k> -y
i=0 j=0 k=0
6 é i .
6 35 ; i
R
(e
i=0 j=0 k=i B

O

Daneben lésst sich fiir die Koeffizienten p;; , noch eine weitere Darstellung als Linear-
kombination von p;; und den py;, mit k& > 7 finden.

10



Lemma 2. Es sei p(x,y) ein bivariates Polynom tiber den ganzen Zahlen vom Hdéchst-
grad d in beiden Variablen und a eine ganze Zahl. Dann gilt fir die Koeffizienten p;;q
des verschobenen Polynoms p,(x,y)

)
_iv1 (K ki
[ = + Z (_l)k +1< )ak Dhia

- 1
k=i+1

Beweis. Wir nehmen an, dass es Linearfaktoren d; mit

5
Pija = Pij + Z 0" Prja (3)
k=i+1

gibt und berechnen diese.
Indem man in dieser Gleichung die py; , jeweils durch die Formel aus Lemma 1 ersetzt,
gelangt man zu folgender Darstellung:

5 5
i AYE
Dija = Pij + Z dpa™™" Z (k) a'Fpy

k=i+1 =k

s 6
=pij + Z deal_i (é)pu

k=i+1 I=k
5 ! ]
I—i
it Y Y ()
l=i+1 k=i+1
Ein Koeffizientenvergleich mit der ebenfalls aus Lemma 1 hervorgehenden Gleichung

é
A
pij,a = pij —|— Z (Z) al Zplj

l=i+1

zeigt, dass fiir alle [ mit i + 1 <[ < ¢ die Gleichung

()= 3 aa(})

k=i+1

()= 3

gelten muss. Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

5) (o) () o (5) () ds )
0 () (o) - (o) ()| [ domn (")
00 G o) G| dee | _ [ O)
00 0 ) @] Lae] (D)
0 0 0 ... 0 (4D dit1 ()

11



Die Binomialkoeffizienten auf der Hauptdiagonalen der Koeffizientenmatrix sind alle 1
und damit auch die Determinante. Da 1 eine Einheit in Z ist, ist das Gleichungssystem
eindeutig durch ganze Zahlen losbar. Des Weiteren handelt es sich bei der Koeffizien-
tenmatrix um eine rechte obere Dreiecksmatrix, sodass sich die Losung des Gleichungs-
systems nach folgender Formel berechnet:

B 2k
dw:(J——z:(J@ k=i+1,i+2,...,0

I=i+1
Darauf aufbauend lésst sich mittels vollstandiger Induktion zeigen, dass

d, = (—1)F! (k

) k=i+1,i+2,...,6
1

gilt. Der Induktionsanfang fiir £ = ¢ + 1 ist offensichtlich, da die Summe in diesem Fall

leer ist.
B Lk
6= (1) - 3 (1)
l=i+1

l !
+ 2D =10l 0-4

(k —1)! k!
(k—l—i)l- 1 (k—1)l-d

()-2

()- ()7
()2
(5

() O+ (B () 0)

~~
=0

= (—1)k~iHt (lz)

Setzen wir diese Formel fiir die dj, in Gleichung (3) ein, so erhalten wir Gleichung von
Lemma 2.

0

12



5.4 Eine untere Schranke fir W, (X,Y)

Satz 1. Es sei p(z,y) ein bivariates Polynom iiber den ganzen Zahlen vom Héchstgrad
0 in beiden Variablen, a eine ganze Zahl und X, X und Y positive ganze Zahlen mit

X < X. Des Weiteren sei

W(X,Y) = max{|p;;| X'Y7|0 <i < §,0 < j <4}
= |psj| XY

fiir ein beliebiges aber festes s und j.
Dann gilt fiir

Wo(X,Y) = max{|p;o| X'Y7[0 <i<6,0<5<6}

vz (Y [(21)] e

die Ungleichung

fir alle |a| < X.

Beweis. Es sei

o X\’ 1N\
\pij,aleYj<<§> Kiil” W(X,)Y) i=s+1,5+2,...,0

denn sonst gilt bereits

X

6
W) 2 el = (3 ) |01

s+1

)] W)

fiir mindestens ein ¢ und der Satz ist erfiillt.
Wir zeigen, dass

o XNOT/6+1\]"
IXYT > (2 XY
iz (SY )] e

und damit die Ungleichung des Satzes gilt. Um eine untere Schranke fiir |psj,a|X Y7 zu

finden verwenden wir die Formel aus Lemma 2:

)
- - k -
Peja XY = p i XV 4 § : (—1)'H+1< )a’f—spkj,axsw
S
k=s+1

13



Die darin auftretende Summe ist nach oben begrenzt durch

)

—s k —s YAV
> (- H(S)ak PhjaX Y7
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<> ( )|a|’f-8|pkj,a|X8w
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S Z ( )Xk Spkja‘X Y]
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L (k\ (X
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k\ (X L
5 () e
k=s+1 5 X
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d—s
2 G C)] ey
— ] s+1
C) RG] ween
+1 s+1
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|
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Mit dieser Abschétzung lasst sich zeigen, dass die Aussage des Satzes gilt.

Wa(X,Y) > |psjal XV
)

k ~ .
Z (_1)k—s+1 (8) ak_spkj,aXSYj
4

k=s+1

jz s ) k ~ .

— (Y) - |ps | XY — Z (—1)fett <8)ak_spkj,aXSY]
k=s+1

(5 wow- (3w (5 (2] wons
() [y won
()

o0+1
s+1

Da stets s > 0 gilt, ldsst sich aus dem vorhergehenden Satz ein von s unabhéngiges

Korollar ableiten.

> |[pos | XY —

v

SIS

)] Twixy)

O

Korollar 2. Es sei p(z,y) ein bivariates Polynom iiber den ganzen Zahlen vom Héchst-
grad 6 in beiden Variablen, a eine ganze Zahl und X, X und Y positive ganze Zahlen
mit X < X. Dann gilt

o\ O
Wa(X,Y) > 270+ (;) W(X,Y)

fir alle |a] < X.

Dabei wird der Binomialkoeffizient § + 1 iiber s + 1 durch 2°*! abgeschétzt.

6 Beweis des Korollars von Coppersmith

Aufbauend auf der Abschitzung aus Korollar 2 kénnen wir nun das schon einmal oben
aufgefiithrte Korollar von Coppersmith beweisen.

Korollar 3 (Coppersmith). Sei p(z,y) ein irreduzibles Polynom in zwei Variablen iber
Z vom Héchstgrad 0 in jeder einzelnen Variable. Seien X, Y Schranken fiir die erwiinsch-
ten Nullstellen xo, yo. Definiere p(z,y) = p(xX,yY) und sei W der Betrag des grifsten
Koeffizienten von p. Wenn ,

XY < W3
gilt, dann kénnen wir in Zeit polynomiell in (log W, 2°) alle ganzzahligen Paare (zq,o)
mit p(xo,yo) = 0, |zo| < X und |yo| <Y finden.
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Beweis. Zuerst wahlen wir Schranken X und Y, die den Anforderungen des Korollars
geniigen. Daraus berechnen wir

X — L2—5—%—14§XJ
Ist das so berechnete X eine ungerade Zahl wahlen wir stattdessen
X =270 Wx]| 1

Mit Hilfe von X legen wir auf dem Bereich Dx y mehrere kleinere Teilbereiche fest.

=

— : 28 H
—Xag ay an X x

Die einzelnen Teilbereiche haben untereinander einen Abstand von 1, da in den Zwi-
schenrdumen keine ganzzahlige Nullstelle des Polynoms liegt. Die Mittelpunkte der Teil-
bereiche sind durch

1 -~ -
ai:—X+§X+i(X+1) i=0,1,...

gegeben, wobei a; < X gilt. Fiir alle a; berechnen wir jeweils das Polynom p,(x,y) und

mittels des Basisverfahrens dessen Nullstellen auf dem Bereich Dy ;. Dabei verwenden

wir jeweils den Parameter ¢ = 1/logW,(X,Y). Aus den so gewonnenen Nullstellen

(:Uéa), yo) des verschobenen Polynoms berechnen wir die Nullstellen (¢ — a, o) des Po-

lynoms p(z,y).
Dass die Voraussetzung (1) des Basisverfahrens erfiillt ist, zeigt die folgenden Berech-
nung. Auf Grund von

2
< 9b-3-148

ST}
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gilt fiir das Produkt XY

R

X
XY =— .- XY
X
X 2
< — . Wss
X 3
X 6+1 X _6W %
< 2|0t 2 -
~ ~ 2
X 2,2/(X)\ 3 2
= .93F3%( = W38
Agpse (X)
~ 1
2,2 (X \3 2
— 27—1-— - _Wa35
< 925t5 .9 E w50 Wa%
1 2 14
=W .27 %"
2 3
Ersetzen wir den Faktor % durch
1 1

; _ W, T e

erhalten wir die Ungleichung
146

- 2.
XY <Wg* ~-27%
Diese entspricht genau der Voraussetzung fiir das Basisverfahren.
Es bleibt nun noch zu zeigen, dass unser Verfahren die Anforderung des Korollars an
die Laufzeit einhélt. Eine einzige Ausfithrung des Basisverfahrens hat gemif (2) eine
Laufzeit von

O((logW,)t -6 - (1/2)®) = O((log W,)®* - 6 - (log W,)%®)

((
((log Wo)1es - 522)
((
((

k) + 1)e1+63(10g W)eﬁ-ea ‘562)

0
¢
O((log W) - 6%)

ist also polynomiell in (log W, §). Die, zur Transformation der Nullstellen und Berechnung
des verschobenen Polynoms bendétigte Zeit, kann gegeniiber der Laufzeit des Basisverfah-
rens vernachléissigt werden. Insgesamt wird das Basisverfahren weniger als (2-25+5+149 4
4)-mal ausgefithrt. Aus diesen Wiederholung resultiert damit eine Gesamtlaufzeit von

O((log W)* - (2°))

fiir das modifizierte Verfahren. O
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7 Offene Probleme

Wir haben einen Polynomialzeit- Algorithmus entwickelt, der Nullstellen eines bivariaten
Polynoms iiber den ganzen Zahlen berechnet und dabei die Anforderungen des Korollars
von Coppersmith erfiillt. Der Algorithmus ist jedoch nur fiir kleine § praktisch effizient,
da in der Laufzeit hohe Konstanten auftreten. Eine mogliche Ursache dafiir kénnte in
den teilweise grofiziigigen Abschéitzungen dieser Arbeit liegen. Indem man diese weiter
verbessert, ist es vielleicht moglich die Konstanten abzusenken und damit das Verfahren
auch fiir Polynome héheren Grades anzuwenden.
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